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19. Ucber Stromucrzweigung v netzformiyen
Leitern; von W, Ieussier.

Fiir die Berechnung der Stromstirke in netzformig ver-
bundenen Dribten bildeu die bekannten von Kirchhoff'!) auf-
gestellten Sitze die Grundlage. Sie gestatten iv jedem Fall,
ein System von linearen Gleichungen zu bilden, aus denen die
Stromstarke in jedem Zweig als Quotient zweier Determinanten
erhalten wird. Aber die unmittelbare Ausrechnung dieser
Determinanten ist hiufig, wenn die Verhiltnisse nicht ganz
cinfach sind, recht umstindlich und beschwerlich und fuhrt
wegen der Menge der zu bildenden Glieder und der zu be-
achtenden Vorzeichen nicht selten zu Irrtiimern. s ist daher
wiinschenswert, leichtere und sicherere Wege zu kennen, um die
gesuchten Grossen zu erhalten.

1. Kirchhoff hat selbst in dem Aufsatz: ,,Ueber diec Auf-
losung der Gleichungen, auf welche man bei der Untersuchung
der linearen Verteilung galvanischer Stréme gefithrt wird?)
swei Sitze tiber die Bildung der Nenner und Zihler der Aus-
driicke fiir die Stromstirken gegeben, die (mit unweseutlichen
Aenderungen) folgendermaassen lauten:

,Es sei n die Zahl der Drihte, w,, w,...w, ihre Wider-
stinde, m die Anzahl der vorhandenen Kreuzungspunkte, d. h.
der Punkte, in denmen drei oder mehr Drihte zusammenstossen,
und es sei u=n—m+ 1, danu ist, vorausgesetzt, dass das
gegebene System von Driihten nicht in mehrere voneinander
getrennte zerfallt:

A. der gemeinschaftliche Nenner aller Stromstirken 7 ...4,
die Summe derjenigen Combinationen von w,,w,...wx, zu je
4 Elementen, welche die Eigenschaft haben, dass nach Fort-
nahme ihrver Drihte keine geschlossene Figur iibrig bleibt,
und es ist

1) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 64. p. 512. 1845; Ges. Abh. p. 15,
2) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 72. p. 497. 1847; Ges. Abh. p. 22,
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B. der Ziihler von #, die Summe derjenigen Combinationen
vou w;,w, ..., zu je u— 1 Elementen, welche die Eigen-
schaft haben, dass nach l‘ortmhme ihrer Drithte eine geschlossene
Figur itbrig bleibt, und dass in dieser 4 vorkommt, eine jede
Combination multiplicirt mit der Summe der elektromotorischen
Krifte, welche sich auf der zugehorigen geschlossenen Figur
befinden. Die elektromotorischen Krifte sind hLierbei in der
Richtung als positiv zu rechnen, in der ¢ als positiv
gerechnet ist.

Diese wichtigen Sitze geben ein von der Berechnung der
Determinanten unabhiingiges Verfahren zur Bildung der Aus-
driicke fiir die Stromstirken an; allein da sie keinen leichten
Weg zur Auswahl der aufzunehmenden Combinationen aus der
biufig sehr grossen Zahl aller moglichen zeigen, und infolge
dessen auch die Vollstindigkeit der nufgestellten Summen nicht
selten zweifelhaft erscheinen kann, so haben sie bei den Physikern
meines Wissens keine Anwendung gefunden. Das spricht sich
auch darin aus, dass sie selbst in ausfithrlichen Handbiichern,
wie z. B. dem von Wiillner, ja sogar in dem grossen Special-
werk iiber Elektricitit von Wiedemann gar nicht angefibrt
werden.

Man sieht sich also, wenn man die Stromstiirken in einem
Netz von Driihten finden will, immer noch auf die Ausrechnung
der erwithnten Determinanten angewiesen, und auch die neuere
mathematische Behandlung der Sitze A, und B. von W. Ahrens })
bat ihre praktische Anwendung kaum erleichtert. Es scheint
daher nicht ohne Nutzen zu sem, wenn ich im Folgenden ein
Verfahren abzuleiten versuche, (as die Functionen von denen die
Stromstirken in simtlichen Linien eines beliebizen Drahtnetzes
abhiingen und die zur Lésung anderer damit zusammenhiingen-
der Fragen erforderlich sind, durch ein einfaches schrittweises
Vorgehen finden lisst.

2. Unter einem Drahtnetz (Netzwerk, System von Driihten
oder Linien) soll eine Verbindung von beliebig gestalteten
Driihten (deren Querschnitt als verschwindend betrachtet wird)
verstanden werden, die die Kigenschaft hat, dass man von
Jedem Punkt des Net7es auf seinen Linien zu jedem andern

1) W. Ahrens, Math. Avn. 49, p. 211, 1897.

Annalen der Physik. 1V, Folge, 4, S4



13006 V. Feussner,

Punkt desselben gelangen kann, d. h. dass das Netz zusammen-
hingt. Ks wird sich bei unseren Betrachtungen auch nur um
Netze handeln, in denen keine freien Enden, d.h. Punkte, von
denen man nur in einer Richtung ausgehen kann, vorkommen;
wir nennen sie geschlossene Netze. Man kann also von cinem
jeden Punkt eines solchen mindestens nach zwei Richtungen
ausgehen; diejenigen Punkte, von denen man nach drei oder
mehr Richtungen ausgehen kann, nennen wir Verzweigungs-
oder Kreuzungspunkte und zwar nach der Anzahl der in ilnen
zusammenlaufenden Linien dreifache, vierfache etc. Verzweigungs-
punkte (oder Verzweigungspunkte dritter, vierter . .. Orduung).
Die Drihte als Bildungsstiicke des Netzes rechnen wir immer
von einem Verzweigungspunkt bis zum niichsten, sodass, wenn
in einem Verzweigungspunkt die drei Drihte a, b, ¢ zusammen-
stossen und der eine, z. B. a, aus dem Netz weggenommen
wird, wodurch auch dieser Verzweigungspunkt verschwindet,
die beiden anderen fiir die weitere Betrachtung als ein Draht
(b + ¢) angesehen werden. Kann jedes Punktpaar des Netzes
durch zwei vollstindig getrennte Linienziige verbunden werden,
so nennen wir das Netz ein vollkommenes, ist das nicht der
Fall, ein unvollkommenes. Jedes unvollkommene Netz bestebt
aus zwei oder mehr sich berihrenden vollkommenen Netzen
(Leilnetzen, im Grenzfall geschlossenen Einzelleitern); die
Berithrung kann in einem Punkt, der dann mindestens ein
vierfacher Verzweigungspunkt ist, oder vermittelst einer Linie,
der Verbindungslinie, stattfinden. Die Punkte, wo die Teiluetze
sich beriihren oder wo die Verbindungslinie sie trifft, nennen
wir Verbindungspunkte. Einfachste Falle unvollkommener

Fig. 1. Fig. 2.

Netze sind in den Figg. 1 und 2 dargestellt. Wird ein-
weiterer Verbindungsdraht zwischen zwei Punkten verschiedener
Teilnetze angebracht, so verwandeln sich diese nebst etwa noch
zwischen ihnen liegenden Teilnetzen in ein vollkommenes Netz,
Verbindungslinien oder -driihte nennen wir also auch in voll-
kommenen Netzen solche, durch deren Wegnahme diese in
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unvollkommene Netze iibergehen, z. B. in Fig. 3 die Drihteq, b, ¢
¢ und e. Als zusammengehorig bezeichnen wir Verbindungs-
linien, wenn die durch Wegnahme einer derselben entstehen-
den Teilnetze durch die anderen verbunden werden. So ent-
stehen in Fig. 8 durch
Wegnahme von a die
drei Teilnetze I, II und
(ITLa, IIIDL), die durch &
und ¢ verbunden sind,
a4, b und ¢ sind also zu-
sammengehorige Verbindungslinien; durch Wegnahme von e
entstehen zwei Teilnctze, die durch d verbunden sind, d und e
sind zusammengehorig.  Ausserdem kann sich ein voll-
kommenes Netz auch durch Aufeinanderlegung zweier Punkte
in ein unvollkommenes verwandeln; dann nimlich, wenn es
moglich ist, durch das Netz eine geschlossene oder eine sich
ins Unendliche erstreckende Fliche so zu legen, dass sie
nur zweimal geschnitten wird. Werden diesec zwel Sclinitt-
punkte des Netzes vereinigt, so ist dieses jetzt in zwei Teile
zerfallen, die sich nur in diesem einen Punkt beriihren, so
z. B. wenn in Fig. 3 die Punkte 4 und A4’ vereinigt werden.
Natiirlich kann man dies immer bei zwei Punkten dessclben
Draltes ausfiithren, ob es aber bei Punkten verschiedener Driihte
moglich ist, hiingt von der Beschaffenheit des Netzes ab.

Der Begrift der stationtiven Strémung fithrt, wie leicht zu
sehen, ebenso wie zu dem Kirchhoff'schen Satz iiber die
Verzweigungspunkte zu der Folgerung, dass in unvollkommenen
Netzen die einzelnen Teilnetze ganz unabhiingig voneinander
sind, sodass durch ihve Losldsung an den Beriihrungspunkten
oder den Verbindungsdriihten beziiglich der Stromverteilung
in ihnen nichts geiindert wird. Wir haben also bei unserer
Betrachtung von vollkommenen Netzen auszugehen.

8. Ich erinnere zunichst an die bekannten Kigenschaften
der Kirchhoff'schen (Gleichungen und der bei ilwver Losung
22 bildenden Determinanten.

Wenn das Netz aus = Driihten von den Widerstinden
'y, .. .20, Mit m Verzweigungspunkten und beliebig verteilten
elektromotorischen Kriften % besteht, die Stromstirken in
den einzelnen Drahten durch 7,7,...7, bezeichnet werden und

84*
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a, b, c... solche Zahlen aus der Reihe 1...n sind, duass die

ilmen entsprechenden Drihte einen geschlossenen Kreis in dew

Netz bilden, so bestehen nach dem ersten Kirchhoft'schen

Satze fir u =n —m + 1 solcher Kreise u Gleichungen von
der Form

N wuia+wbib+wcic+...=Ea+Eb+ E +.

wobei in jedem Kreis sowobl die ¢ als die # in derselben.

ibrigens beliebigen Umlaufsrichtung positiv zu rechnen sind.
Es bestehen ferner nach dem zweiten Klrchhoff’schen Satze,
Wenn. i, i, i, ... die Stromstirken der in einem Verzweigungs-
punkt zusammentreffenden Drihte bezeichnen, m— 1 Gleichungen
von der Form '
(@) kg iyt =0,

wobei die 7 der nach dem Verzweigungspunkt hin gerichteten
Strome mit dem einen, die der weggerichteten mit dem cnt-
gegengesetzten Vorzeichen zu versehen sind. Die w,w,...w,
sowie die Z sind als gegeben anzusehen, wihrend die #,¢,...4,
die gesuchten, durch diese » linearen Gleichungen eindeutig
bestimmten Grossen sind.

Nach bekannten Regeln ergeben sich die Werte der ¢
als Briiche, deren Nenner und Zahler gewisse aus den Constanten
der Gleichungssysteme (1) und (2) gebildete Determinanten sind.
Simtliche ¢ haben einen und denselben Nenner, nimlich di¢ aus
den Coefficienten der 7 auf den linken Seiten der Gleichungen (1)
und (2) gebildete Determinante. Bezeichnen wir durche,, ¢, ... ¢,,
Grossen, die je nach den Umstéanden + 1, — 1 oder 0 bedeuten,
so konnen wir diese Determinante, die wir durch N hezeichnen
wollen, schreiben:

8“ wl 512 w2 613 w3 ...... smwﬂ
© gy 0 E3q Wy CpWy wosowomowe &, W,
; : . :
| ) ) { - %
N £ W,y EugWy =+« o v o v Eun = ¥y
D1 Su+n2 Bu+3 - e v v o Eugln
. . . " i

&, &0 s avsEww &



Stromverzweigung in netzformugen Leitern. 1309

Die Gestalt dieser Determinante zeigt, dass A eine homogene
Function w'er Grades der w ist, in der jedes einzelne w, da es
nur in einer und derselben Columue der Determinante vorkommt,
immer nur linear enthalten ist,

LDer Zihler irgend eines ¢, z. B. von 7, wird aus & da-
durch erhalten, dass die At Columne durch dic rechten Seiten
der Gleichungen (1) und (2) ersetzt wird; die letzten m — 1
ilieder dieser Columne werden also Null, die ersten p dagegen
algebraische Summen der in den entsprechenden Kreisen ent-
haltenen /. Kuntwickeln wir die Determinante, so ergieht sich
der Zihler von #, als homogene lineare Function der # und
die Coefficienten derselben sind homogene Functionen g — 1ten
Grades der w, worin die einzelnen, w nur linear vorkommen;
wy, jedoch kommt in den Coefficienten itberhaupt nicht vor,
denn in N konnte es nur in den p ersten Gliedern der Ates
Columne enthalten sein, und diese sind durch die % ersetzt.
Dieses Ergebnis beziiglich der Gestalt des alle i vertretenden
4, lisst sich auch so aussprechen: Wenn in einem beliebigen
Drahtnetz elektromotorische Krifte beliebig verteilt sind, so
ist die Stromstiirke in jedem einzelnen Draht die algebraische
Summe der Stromstiirken, welche jede einzelne elektromotorische
Kraft allein wirkend darin erzeugt. Dieser Satz, den man als
den vonder Uebereinanderlagerung elektrischer Strome bezeichnet,
ist also nichts von den Kirchhoff’'schen Sitzen Verschiedenes,
sondern bildet einen untrennbaren Bestandteil derselben. Die
allgemeine Aufgabe ist damit auf die einfachere zuriickgefiibrt,
die Stromstiirken in einem beliebigen Netz bei der Wirkung
nur einer elektromotorischen Kraft # zu bestimmen. Mit- dieser
beschiiftigen wir uns daher im Folgenden.

4. Die Entwickelung konnte rein mathematisch gefiihrt
werden, indessen ist es einfacher und besonders fitr den Physiker
anschaulicher, wenn einige ganz einfache physikalische Sitze
dabei benutzt werden. Ich stelle sie voran:

a) Eine endliche elektromotorische Kraft kann in einem Netz,
das keinen geschlossenen Kreis von unendlich kleinem Widerstand
enthiilt, nirgends eine unendlich grosse Stromstiirke erzeugen.

b) Wird einem Draht ein unendlich grosser Widerstand
gegeben, so ist das gleichbedeutend mit seiner Wegnahme aus
dem Netz.



1310 W, Feussner.

¢) Wird der Widerstand eines Drahtes unendlicli klein
(Null) gemacht, so ist das gleichbedeutend damit, dass er
hinweggenommen und die beiden Punkte des Netzes, die er
verband, aufeinandergelegt werden.

d) Enthilt der Draht, dessen Widerstand unendlich gross
gemacht wird, die elektromotorische Kraft des Netzes, so ist
die Stromstirke in allen Drahten Null.

5. Bestimmung der Nenner. Wir haben schon oben geschen,
dass sidmtliche ¢ in den Drihten eines Netzes durch die Auf-
losung des sie bestimmenden Gleichungssystems einen und den-
selben Nenner N erhalten. Der Kinfachheit des Ausdruckes
Lalber wollen wir ihn das & des betreffenden Netzes nenuen, -
Wir haben seine Determinantenform angegeben und uus ibr
geschlossen, dass XV eine homogene Function p'*® Grades der
w sein muss, worin die einzelnen w nur linear vorkommen.
Es muss aber auch jedes w darin vorkommen ; denn wir kinnen
uns % in jeden Draht des Netzes eingesetzt denken, lassen wir
dann den Widerstand dieses Drahtes unendlich werden, so
muss nach (d) die Stromsuéirke in jedem Draht Null werden;
duss aber der Ausdruck fir ¢ durch Unendlichwerden cines
bestimmten w Null wird, ist nur dann moglich, wenun dieses
w in N enthalten ist.

Is werde nun der Widerstand eines Drahtes a durch w,
bezeichnet, der des iibrigen Netzes (ohne a) zwischen den Ind-
punkten von a durch #,, welches demnach unabhéngig von
w, eine Function der Widerstinde der tibrigen Drihte ist.
Nehmen wir £ in e an, so ist
. ; ¥
(d) = 'a,n '+"H,'n ‘

Da aber jedes i ein Bruch mit dem Nenner N sein muss, 80
muss eine Erweiterung des Bruches in (3) ihn in diese Form
bringen; d. h, es muss sein

(4) (w,+ W)N,=1N. ‘

Nach dem oben itber &V Gesagten folgt aus Gleichung (4), duss N,
cine homogene Function u— 1t Grades der Widerstinde ohne
w, ist; ferner dass #, ein Bruch ist mit dem Nenuer .V, und
einem Zihler, den wir durch N, bezeichnen wollen, und der
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cine Lomogene Kunction p' Grades der Widerstinde ohne
w, ist.  Wir haben ulso

6 =4
und
(6) N=w N, 4+ Ny

N geht dadurch in N, tber, dass w, =0 gemacht wird; nach
Sutz ¢) ist also N, das IVeines Netzes, das aus dem gegebenen
dadurch entsteht, dass « entfernt und seine beiden Anknipfungs-
punkte am Netz aufeinander gelegt werden. Verwandelt sich
dabei das vorher vollkommene Netz in ein unvollkommenes.
so ist &, das Product der N der Teilnetze. Denn je nach-
dem man Z in einem Draht annimmt, der nach der angegebenen
Aenderung zu dem cinen oder anderen Teiluetz gehort, muss
das &V des wrspriinglichen Netzes in das A dieses Teilnetzes
iibergeben. Damit das aber moglich sei, muss N aus dem
Product der A simtlicher Teilnetze Lestehen. Dass es auch
keinen weiteren Factor enthalten kann, geht aus der Ver-
gleichung seines Grades mit dem "dieses Productes hervor.

Wird ferner w, = co gesetat, was nach b) gleichbedeutend
mit Entfernung des Drahtes a ist, so bleiben in Ziihler und
Nenner der ¢ nur die mit w, behafteten Glieder stehen. Nach
() ist also &, das NV cines Netzes, das aus dem gegebenen
durch Wegnahme von « entstebt. Ist das ein unvollkomumenes,
so ist aus dem gleichen Grunde wie vorhin N, dus Product der
A der Teilnetze. Das Gesagte liisst sich in dem Satz zusammen-
fassen :

Das N eines beliebiy gegebenen Netzes ist eine Summe, deren
ciner Summand der Widerstand 1w, cines beliebigen Drahtes
des Netzes multiplicirt mit dem (durch IV, bezeichneten) IV eines
Netzes ist, das aus dem gegebenen durch Wegnalime von a ent-
steht, und dessen anderer Summand das (durch N, bezeichnete)
N eines Netzes ist, das aus dem gegebenen durch I} egnahme von a
und Zusammenlegung der beiden Netzpunkle entsteht, die a verband.

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes wird die
Bildung des Nenners der ¢ fir ein gegebenes Netz auf dic
Betrachtung immer einfacherer Netze zuriickgefihrt und so
in regelmiissigem Fortschreiten der gesuchte Ausdruck gebildet.
Es tritt kein iiberfliissiges Glied auf, wie das bei der Berechuung
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der Determinante hiiufig so ldstig ist, und es ist hier aus der
Bildungsweise von .V von vornherein klar, dass es kein mit
dem negativen Vorzeichen verschenes Glied enthalten kann,
wus bei dem anderen Verfahren keineswegs sofort einleuchtet.
Wie man in vielen Filllen mittels weiterer Siitze und durch
die Benutzung bekannter N einfacherer Netze, auf die dus ge-
gebene zuriickfithrbar ist, die Rechnung noch mehr abkiirzen
kann. wird sich hernach zeigen.

6. Der eingeschlagene Weg hat uns in Gleichung (5) zu
ciner sehr allgemeinen Formel gefithrt, die hitufig angewandt
werden kann.  Sie bezog sich auf den Widerstand des Netzes
zwischen den Kndpunkten des Drahtes a; in der Formel (5)
kommt aber offenbar gar keine Beziehung auf den Draht a
mehr vor, wir kénnen daher auch ganz allgemein den Satz
aussprechen ¢

Der Widerstand eines beliebig verzweigten (vollkommenen)
Netzes zwischen zwei gegebenen Punkten A und B wird erhalten,
indem man das' N dieses Netzes dividirt in das N eines Netzes,
das aus thm durch Vereinigung der Punkte A und B hervorgeht.

Fiir den Widerstand eines unvollkommenen Netzes crgiebt
sich leicht weiter:

Der IWiderstand eines unvollhommenen Netzes zwischen zwei
Punkten 4 und B ist die Summe der Widerstinde der von dem
ey zwischen A und B beriihrten Teilnetze, jedesmal genommen
zwischen den Verbindungspunkten (bez. zwischen einem der gegebenen
Punkte (4 und B] und dem auf dem Wege nach dem andern ge-
legenen Verbindungspunkt dessellen Teilnetzes) vermehrt wm die
Summe der Widerstinde der zwischenlicgenden Verbindungsdriilite,

7. Bei der Bildung der Nenner nach Gleichung () ist
der schon oben hervorgehobene Umstand zu beachten, dass,
wenn ein aus dem Netz entfernter Draht an einem oder heiden
Enden in einen dreifachen Verzweigungspunkt auslief, diese
Punkte bei der Bildung der N mit den ungestrichenen Indices
aufhdren Verzweigungspunkte zu sein. Wir werden also, wenn
wir von der Gleichung (6) aus weiter gehen, indem wir einen
zweiten Draht & entfernen, in dem Fall, dass dieser sich iber-
haupt nicht oder nicht in einem dreifachen Verzweigungs-
punkt an e anschliesst, zu setzen haben

N=w w, Ivab + w, l\rﬂbl + w)y, .Aralb + J\"ar(,l,
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wobei dic Bedeutung der ungestrichenen und gestrichenen
Indices 4 die entsprechende ist, wie die der a. Wenn da-
gegen & sich in cinem dreifachen Verzweigungspunkt (mit c)
an a anschliesst, so 1st

N=w (w0, +10)Nopye + Wi Nuggpoy + 0o Ny + Ny

So kann man in leicht ersichtlicher Weise fortschreiten, und
es ist unuotig, weitere Formeln dafiir aufzustellen.

8. Haufig wird die Bildung des N besonders einfach,
wenn man die zu entfernenden Drihte méglichst so wililt,
dass duas Netz ein unvollkommenes wird, Dabei kann man
cinen Satz benutzen, den wir an dem in Fig. 3 dargestellten
Fall ableiten wollen. ls werde bei der Aufstellung des
hierfir zuniichst der Verbindungsdraht e entfernt; es scien
Wy, Wy, Wy die Widerstiinde der dann entstelienden Teilnetze
I, II und (1lIa, IIIDb) zwischen den Verbindungspunkten an
a, b und ¢, lerner N, Ny, N die &V derselben Teilnetze und
Ny, Ny, Nyye die N von Netzen, welche aus den ebengenannten
Teilnetzen durch Aufeinanderlegen der Verbindungspunkte
jedes einzelnen entstelien. Dann erhiilt man aus Gleichung (1)
und (5) in Verbindung mit dem oben in 6. abgeleiteten Satz
iiber den Widerstand eines unvollkommenen Netzes

N = (w, + w0y, + w0+ W+ Wy 4+ W) Ny Ny N
und unter Benutzung des Satzes vom Widerstand vollkommener
Netze:
No= (w, + wy, + w,) NNy Ny + N Ny Ny + NNy M
+ N Ny My

Es ist leicht zu sehen, dass diese Formel sofort verallgemeinert
und auf ein beliebiges Netz angewandt werden kann, sodass
wir den Satz haben:

* Das N eines (vollkommenen) Netzes, das in Teilnetze mit
oder ohne Verbindungsdrihte zerlegt werden kann, ist eine Summe,
deren erster Summund aus dem Product der Summe der IWider-
stinde der zusammengehirigen Verbindungsdrihte mit den N aller
Teilnetze besteht, wikrend dic folgenden Summanden Producte
derselben NN sind, worin jedesmal das N eines Teilnetzes durch
dasjenige desselben Netzes mit vereinigten Berihrungspunkten er-
setzt ist.



1314 W, Feussner.

Dic zusammengehorigen Verbindungsdrihte in cinem voll-
kommenen Netz bilden nebst den zwischenliegenden Teilnctzen
cinen geschlossenen Kreis, dessen Gesamtwiderstand, von ecinem
Punkt eines Verbindungsdrahtes bis wieder zu demselben ge-
rechnet, dem letzten Satz gemiss gleich ist dem N des ganzen
Netzes dividirt durch das Product der N aller Teilnetze.

9. Bestimmung der Zihler. Wir wollen den Dralt, in
welchem sich die elektromotorische Kraft £ befindet, mit a
bezeichnen; dann ist, wie die Vergleichung von (8) und (4)
crgiebt, der Zihler des Bruches Z/A, welcher mit £ multiplicirt
die Stromstirke i, in diesem Draht giebt, gleich N,. Dies ist
nach dem Vorstehenden sofort angebbar.

Um den Zihler des Ausdruckes fitr die Stromstirke i, in
cinem anderen Draht % zu finden, verfahren wir folgender-
maassen. Wir denken uns jeden einzelnen der den Drulit a
enthaltenden geschlossenen Kreise K, K, ... K, von cinem
constanten Strom von der Intensitit J, J, ... J, in der Rich-
tung der Stromung von a durchflossen. Das auf die Ver-
sweigungspunkte beziigliche Kirchhoff’sche Gesetz >4, =0
wird offenbar von der Gesamtheit dieser Strome bei beliebigen
Werten der J erfullt. Wir wollen diese nun aber so be-
stimmen, dass in jedem Draht des Netzes die Summe der
durch ihn fliessenden J die darin herrschende Stromstirke i
ergiebt. Dann muss zuniichst die Bedingung

S =i,
fir jede Widerstandsverteilung in dem Drahtnetz erfallt sein.
Das ist der Fall, wenn wir setzen
Jy=%F wmd 34,= ¥,

1Ss ist also Z, aus Gliedern von A, zusammenzusetzen. Damit
diese im allgemeinen noch auf sehr verschiedene Art mogliche
Zusammensetzung die wirkliche Stromverteilung ergebe, be-
nutzen wir, dass die Wegnahme irgend eines Drahtes die
Kreise &, die ihn enthalten, unterbricht, dass also dadurch
die Intensitit der in ihnen fliessenden Stromen J Null werden
muss. Damit die Form von J, dem entspreche, dart Z; kein w
der K, bildenden Drahte enthalten, Wir erhalten also die
folgende Vorschrift:
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Um den Zihler von i, zu bilden, hat man. wenn sich E in a
befindet, siimtliche geschlossene Kreise K, K, .. K zu benutzen,
welche die beiden Drihte a und k zugleich enthalten. BMlan ent-
nehme der Rethe nach aus N, dic Glieder, in welchen kein w
der in K, enthaltenen Drihte vorkommt, fuge zu diesen die
Glieder, welche kein w aus K, enthalten, und so fort unter [e-
nutzung aller Kreise K, K .. K. Die algebraische Summe
dieser Qlieder ist der Ziller von i. Bezuglich des Forzeichens
wdihle man beliebly eine Richtung des Drahtes k als die positive,
stimmt dann die Richtung des Stromes des betreffenden K hier-
mit uberein, so haben die zugehirigen Glieder das positive )or-
zeichen zu erhallen, wenn nicht, das negative.

Es ist mittels der von Kirchhoff angegebenen Betrach-
tungen nachzuweisen, dass sich, wenn man die auf die vor-
stehende Art gebildeten Werte der ¢ in die auf irgend einen
geschlossenen Kreis bezogene Gleichung (1) einsetst, die
Werte £ oder Null ergeben, je nachdem der Z enthaltende
Draht a in dem betreffenden Kreis enthalten ist oder feblt.
Daraus folgt, dass die durch dic eingefithrten Stréme J dar-
gestellte Stromverteilung den Kirchhoff'schen Sitzen geniigt,
also ihre Benutzung gerechtfertigt ist.

10. Den vorstehenden Folgerungen mag ein schon von
Kirchhoff ausgesprochener, daun mehrfach von Anpderen
wiederholter Satz angefiigt werden. Wir haben gesehen, dass
zur Bestimmung der Stromstirke in einem Draht k, wenn die
elektromotorische Kraft sich in a befindet, die geschlossenen
Kreise dienen, die durch diese beiden Drihte (e und #) hiu-
durchgehen. Dieselben geschlossenen Kreise dienen zur Be-
stimmung der Stromstirke in @, wenn die elektromotorische
Kraft sich in 4 befindet. Da nun zu jedem geschlossenen
Kreis eine hestimmte Anzahl von Combinationen der nicht in
ihm enthaltenen Drithte zu je u—1 gehort, durch deren Weg-
nahme aus dem Netz eben dieser eine geschlossene Kreis
(natiirlich im allgemeinen neben anderen ungeschlossenen
Drahtstrecken) iibrig bleibt, und nach Satz B alle diese Com-
binationen in den Zihlern der ¢ aller der Drihte, die den
Kreis zusammensetzen, enthalten sind, so ist klar, dass £ iu 4
dieselbe Stromstiirke in e bewirkt, wie sie mit & in a sich
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in k ergiebt. Oder mit anderen Worten: Wenn in einem
Drahtnetz die elektromotorische Kraft aus einem Zweig « ohue
andere Aenderungen in den % iibertragen wird, so herrscht
jetzt in a dieselbe Stromstirke, die vorher in % herrschte.
11. Maxwell hat nach der Mitteilung von Kleming?!)
in seiner letzten Universitiitsvorlesung eine andere Art der
Zerlegung der Strome in einem Netzwerk von Drithten an-
gegeben. In der Art, wie sie Fleming beschreibt, ist die
Methode nicht allgemein anwendbar. Danach soll das Netz
so in eine Ebene gelegt werden, dass die Driihte sich nirgends
iiberdecken, und dann in dem Umfang jeder ,,Masche® ein
constanter Strom angenommen werden, der die Fliche der
Masche in einem bestimmten Sinn (entgegen den Uhrzeigern)
umlduft. Durch jeden Draht im Innern des Netzes flicssen
so die zwel Stréme der angrenzenden Maschen in entgegen-
gesetztem Sinn, ihre Differenz ist die in dem Draht wirklich
herrschende Stromstirke. Ks ist klar, dass in sehr vielen
Fillen eine solche Ausbreitung des Netzes in eine ILbene
nicht moglich ist, so z. B. schon bei dem Netz, welches ent-
steht, wenn man in der Anordnung der Wheatstone’schen
Briicke zwei Punkte gegeniiberliegender Zweige durch einen
Draht verbindet. Die Methode kann aber durch eine kleine
Aenderung allgemein anwendbar gemacht werden. Man kann,
wie Kirchhoff gezeigt hat, fiir jedes Netz auf verschiedene
Art ein System von p=n—m4 1 geschlossenen Kreisen
angeben, aus welchen alle im Netz moglichen geschlossenen
Kreise zusammengesetzt werden konnen, Wir denken uns ein
solches System K, X, ... K,, und jeden Kreis desselben von
einem constanten Strom durchflossen. Die Intensititen dieser
Stréme nennen wir J;, J, ... J, und setzen fiir jeden Kreis
die Richtung beliebig fest, in der der Strom positiv gerechnet
werden soll, ebenso setzen wir fiir jeden Draht (der zu 1, 2
bis u Kreisen gehoren kann) beliebig die Richtung fest, in
der ein ihn durchfliessender Strom ¢ positiv gerechnet werden
soll. Nun wenden wir auf jeden solchen Kreis die Gleichung (1)
an, indem wir unter Beachtung der festgesetzten Richtungen

1) J. A, Fleming, Phil. Mag. (5) 20. p. 221, 1885.
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die ¢ durch die J ersetzen. So erbalten wir p lineare
Gleichungen zwischen #, den Widerstiinden des Netzes und
J, .. .Jd, woraus diese zu bestimmen sind und dann die ¢
liefern.  Zur Erliuterung mag die Wheatstone’sche Draht-
verbindung  diencu.  In Ifig. 4 ist als das zu benutzende
Kreissystem 1, 2, 8; 3, 5, 4 und 2, 6, 4 gewahlt, die die
einzelnen Maschen umfliessenden Strome J,, J,, J; beliebig
gerichiet angenommen uud durch die
runden Pfeile bezeichnet, ebenso geben
dic den Drithten beigesetzten Pllile
die Richtung an, in der ein darin
fliessender Strom positiv gerechnet
werden soll.  Dubei sind, um die
Willkirlichkeit der Wahl zu zeigen,
einige Pfeile (bei 2 und 5) absicht-
lich entgegengesetzt der sich ergebenden Stromesrichtung un-
genommen; der Ausdruck fiir die Stromstirke muss dann
negativ. werden. Der Zusammenhang zwischen den ¢ und J
ergiebt sich nuch den gemachten Annahmen folgendermaassen:

L=dy, d=dy—dy, dy=d +dy,

1
==y —Jy =y, =
und damit liefert die Anwendung der Gleichung (1) auf uunsere
drei Kreise die Gleichungen
% (w, +w, + w))d, +w, J, — w,J, = E,
wy 4 (wy 4wy + wg)J, + w, J, =0,
— 1w, d; + w, Jy + (w, + w, 4+ wg)d, = 0.
- Daraus ergeben sich die J als Briiche, deren gemeinschaft-
licher Nenner die Determinante

rwy 4w, w, W, —w,
w, wy 4w, + 10, w, =N
— W, w, w, +w, + w,

ist, und deren Zihler durch die Ersetzung je einer Columne
durch die rechte Seite der vorstehenden Gleichungen hervor-
gehen. Wir erhalten so
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Ry
A = (1y + w0y + 105 + 104) + (w, + wy) (0 + w,).
7, i\ = — wy (0, + w0y A wg) — wy w0y,
A 1?, = w, (g + w, + wg) + wyw,,

und Jdamit

N

hp= 11y (w, + 1wy + wy 4 W) + (w0, + wy) (wy + w;),
X , .

by =1 (g + 0, + w5) — w, wy,
> ‘\v — ' P

1y P = w0y (w2 + w,; + wo) -+ w, 1w, ,
. N

I o = Wy — w10,

LN ,
lyp = — g (wy + w, + W) — w,w,,
SN ) A

i = Wy (wy + w, + wy) + wyw,.

Der Wert des N ist hier, wie aus den Beziehungen
zwischen den 7 und den J hervorgeht, derselbe wie bei der
Auflosung der urspriinglichen Gleichungen (1) und (2). Ich
setze es zur Vergleichung auch in der letzteren Form fiir
unseren Fall hierher:

oy —w, 1w 0 0 0
‘ 0 0 wy  —w, 1w 0
i 0 w, 0 —w, 0 wg | v
't 10 0 0 =1/
' 0 0 0 1 1 1
=1 0 1 0 -1 0

Die Determinante ist in dieser urspriinglichen Kirch-
hoff'schen Form vom n*®, in der Maxwell’schen dagegen
nur vom pte® Grad. Der Vorteil fir die Rechnung ist iu-
dessen nicht so gross, als es danach scheinen mdchte. Die
einzelnen Glieder sind in der Kirchhoff’schen Form natiir-
lich auch nur vom u®® Grad in den w wegen der m—1mal
durin vorkommenden Factoren 41, und die Anzuhl der ithere
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fliissig zu bildenden, sich gegenseitig aufhebenden Glieder kann
bei Maxwell, wo auch hohere Potenzen der einzelnen w vor-
kommen, sogar erheblich grosser werden. Der Vorzug des
oben angegebenen ist daher auch diesem Verfahren gegeniiber
etwa der gleiche wic gegenitber dem urspriinglichen.

12. Ks sollen nun die vorstehenden allgemeinen Betrach-
tungen auf die Netze im einzelnen angewandt werden, teils
um Beispicle fir ihre Benutzung zu geben, teils um zu zeigen,
wie durch sie eine einfache Ordnung und Kinteilung simt-
licher Netze gewounen werden kann. Wir werden dabei noch
cinige allgemeine Siitze finden, welche zur Vereinfachung des
Verfahrens bei der Berechnung von N benuzt werden kénnen.

Es ist wohl kanm nétig, darauf hinzuweisen, dass fiir die
Losung mancher hierher gehoriger Fragen die Kenntnis des .V
nicht erforderlich ist, so namentlich fiir die Ableitung der Be-
dingungen, unter welchen bestimmte Drithte stromlos sind.
Aber immer, wenn es sich um Angabe der Stromstirke in
einem Draht, oder des Widerstandes zwischen zwei Punkten
im Netz, oder um die Berechnung des zu erwartenden Kehlers
bei einer Messung, oder um die Bestimmung der besten Ver-
suchsanordnung und Aehnliches handelt, ist sie notwendig.

Wir teilen die Netze nach der Anzahl der in ihmen vor-
handenen Perzweigungspunkte ein. Den Grenzfall bilden die
Netze olme Verzweigungspunkt: einzelne geschlossene Leiter.
Auf sie sind die Sitze A und B nicht unmittelbar anzuwenden,
wo aber in unseren Betrachtvngen ein solches einfachstes Netz
auftritt, ist sein & eutsprechend der Gleichung i = Zfw immer
das w des betreffenden Leiters. Geschlossene Netze mit einem
Verzweigungspunkt giebt es nicht, von zwei un kann jede Zuhl
von Verzweigungspunkten vorkommen. Benachbarte Verzwei-
gungspunkte nennen wir solche, bei denen man auf einer Linie
des Netzes von dem einen zum anderen ohne Berithrung wei-
terer Verzweigungspunkte gelangen kann. Die Verbindung
aweier benachbarter Verzweigungspunkte soll eine Strecke des
Netzes heissen; je nachdem sie durch einen, zwei, drei etc.
Drithte bewirkt wird, nennen wir sie eine eindriihtige, zwei-
drihtige . . . oder einfache, zweifache ete. Strecke. Voll-
kommenc Netze mit m Verzweigungspunkten haben von m=3
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an mindestens m und hochstens m (m—1)/2 Strecken. Konimen
nur eindrithtige Strecken vor, so ist die geringste Zahl 3 m/2.
13. Wir betrachten zuerst Netze mit zwei Verzweigungs-
punkten. Das einfachste ist das in Fig. 5 dargestellte, aus drei
Drithten bestehende. Wenden wir hieraufl die

Gleichung (6) an, so bekommen wir

- N=w, N, + N,..
Fig. 5. Durch Wegnahime von w, entsteht das cin-
fachie aus 2 und 8 zusammengesetzte Netz ohne
Verzweigungspunkte, also ist N = w, + w,. Durch Aufeinauder-
legen der Verzweigungspunkte bel Wegnahme von 1 entsteht ein
unvollkommenes Netz, gebildet aus den beiden sich beriihrenden
geschlossenen Emzeldrahten 2 und 3, also ist Nj»=1w,w,. Folg-
hch haben wir
N = w, w, + wl wy - 1w, ;.
Mit Benutzung hiervon erhalten wir in gleicher Weise bei vier
Driihten:
N = w, w, wy 4 W, Wy Wy + W) Wy Wy + Wy Wy 1y,
und man siebt leicht, wie es bei mehr Drithten weitergeht.
Wir erbalten so den bekannten Satz:
Das N cines Netzes mit zwei Perzweigungspunhkten und
p Driilten ist dic Summe aller Combinationen p— 1" Klasse der
Widerstinde der p Drilte.
Nach Satz Nr. 9 ist ferner die Stromstirke in %, wenn
E in a sich befindet, gleich Zmal dem Product simtlicher
Widerstinde ausser von a« und % dividirt durch ), und der
5 Widerstand des ganzen Netzes
zwischen den beiden Verzwei-
gungspunkten ist nach Sutz
Nr.6 gleich dem Product uller
Widerstiinde dividirt durch N
14. Mit Hilfe des oben(Nr. )
abgeleiteten Satzes konnen wir
aus dem vorigen Abschnitt cine
wichtige Folgerung ziehen.
Wenn in einem beliebigen Netz (Fig. 6) eine Streckc a
durch mehrere Drihte a; a, ... a,, deren Widerstinde wir
mit denselben Buchstaben bezeichnen wollen, gebildet wird,

Fig. 6
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so konnen wir das ganze Netz als aus zwei Teilnetzen be-
stehend ansehen, von denen das erste die ¢ Drithte der Strecke a
bilden, wihrend das zweite das guanze iibrige Netz ist; auf
dieses zusummengesetzte Netz wenden wir den oben erwihnten
Satz an, Beziehen wir N auf ein dem gegebenen im iibrigen
gleiches Netz, in dem jedoch die Strecke a einfach ist, so ist
nach unserer Bezeichnungsweise das N des zweiten Teil-
netzes N, und das desselben mit zusammengelegten Verbindungs-
punkten N, wihrend das N des ersten Teilnetzes die Summe
der Combinationen « — 1%r Klasse der a, . . . a, (wir wollen sie
durch A,_; bezeichnen) und das desselben Teilnctzes mit zu-
sammengelegten Verbindungspunkten das Product aller a,
@y .. .a, ist. Sind keine Verbindungslinien da, so erhalten
wir demnach fir das N des gegebenen Netzes:
@ @y« o+ g N, + Aoy Noro

Schliesst sich an die mehrfache Strecke « auf einer oder
beiden Seiten nur je eine Strecke an, so kann man diese als
Verbindungsdriihte mit dem zweiten Teilnetz betrachten. Wir
wollen sie auf der einen Seite mit a,, auf der anderen mit q,
bezeichnen. Es ist dann nach Satz Nr. 8 zu den beiden vor-
stehenden Gliedern noch

/Iu—l (nl + 02) Nu
hinzuzufiigen. Der Huctor von N,, der an die Stelle des bei
einfacher Strecke ¢ vorhandenen a + a, + a, tritt, ist dann
a, ...+ dor(a, 4 a,).

Sind noch andere mehrfache Strecken in dem Netz, so
kann man auf diese die gleiche Betrachtung anwenden und
erhitlt dadurch den allgemeinen Satz:

Wenn in einem Netz die Strechen a, b, ¢ ... durch «, B, 7...
Drithte gebildet werden, so wird das N dieses Netzes aus dem
des entsprechenden Netzes mit nur einfuchen Strecken dadurch
erhalten, dass die a, b, ¢ ... durch die Producte a, ... a,,
byo..bgy € ... ... ersetzt und die von a freien Glieder mit
der Summe der Combinationen « — 1t Klasse der a, die von b
freien mit der Summe der Combinationen f§— 1'r Klasse der b
ete. multiplicirt werden.

Damit ist die Behandlung der Netze mit mehrfachen
Strecken auf die entsprechender mit nur einfachen Strecken
zuriickgefiihrt.

Annalen der Physik. 1V. Folge, 9. $5
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Man ersetzt zunichst die mehrfachen Strecken durch ein-
fache. Die dabei an wegfallenden Verzweigungspunkten zu-
sammenstossenden Drihte, etwa a, und g,, betrachtet man -
als einen, a. In dem dann erhaltenen Ausdruck fir N ersetet

man wieder a durch @, + a, und verfithrt nach
x der vorstehenden Regel. So hat man z B. bui
: der Bestimmung des N des durch Fig. 7 dar-
gestellten Netzes a, statt a,, und a,,, ferner
by statt by, und b,, zu setzen. Danu fallen zwei
Verzweigungspunkte fort und wir betruachten
die in dem einen zusammenstossenden Driihte @
und a, als einen, den wir durch a bezeichnen, ebenso dic in
dem ‘mdewn zusammenstossenden als einen Draht 4. Wir
haben nun drei Driahte zwischen zwei Verzweigungspuukten,
also mach Nr. 13 fiir das N dieses Netzes
a+b)c+ ab.
Setzen wir wieder a,, a,, b, und b, ein, so ist dies
cla, + a5 + o + by) + (a; + ay) &y + 4,)
und durch Anwendung des obigen Sutzes erhulten wir hicraus

N=c((g + b)) ey + ag)by + byy) + @y agg (b3 + yy)
+ by byy (@5, + ”22))
+ (a; {4y + a5) + 0y ) (,’1 (g + byy) + by byy) -

Die Leichtigkeit, mit der auf diese Weise immer Netze
mit mehrfachen Strecken auf solche mit einfachen zuriick-
gefithrt werden konnen, empfichlt die
Anwendung des Verfuhrens tiberull, wo
es moglich ist.

15. Ich will- hier gleich einen
weitercn Satz beifiigen, welcher hitufig
dus Fortschreiten von einfacheren zu
zusammengesetzten Netzen erleichtert.
Er bezicht sich auf die Zufiigung cines
neuen Verzweigungspunktes zu einem
bekannten Netaz.

In Fig. 8 bedeuten 4, B und C Verzweigungspunkte in dem
bekaunten Netz, in ihnen sollen die Driibte ¢, f, y angelwacht
werden, die in dem dreifachen Verzweigungspunkt D zusammen-
laufen. Das N des so erweiterten Netzes ist zu bestimmen.

Fig 1.

Fig. 8.
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Wir denken uns zuniich.t 4, B und C als benachbarte
Verzweigungspunkte, also durch die Drihte a, & und ¢ ver-
bunden. Wir wollen & auf das urspriingliche Netz beziehen und
das des neuen durch 9 bezeichnen. Nach Gleichung (6) ist nun

N=wu 9},‘ + ‘Jtu/ .
N, ist aber das N eines Netzes, das aus dem urspriinglichen
dadurch entsteht, dass die Strecke B C statt durch a, durch
die beiden Drithte « und (B +7) gebildet wird. Nach dem
eben bewiesenen Satz ist also

Ne=a(f+7N,+@+p+ 7 Ve=(F+7)N+alNe
Ferner ist M. das N eines Netzes, das durch Zufiigung der
Linie y neben 4 und von B neben ¢ aus dem urspriinglichen
entsteht. Da nun das N des urspriinglichen Netzes geschrieben
werden kann (vgl. oben p. 1312)

beNy. +bNyo + ¢ Ny + Ny o,
so erhalten wir nach demselben Satz, wie eben

Ry = BrbeNye+7bB 4+ ) Nyo + Bely + ) Nue
+(8+ O + 8 Nye
=ByN+BONy +ycNe+ beNpy,

also durch Kinsetzung in die obige (leichung
NR=(ef+ay+BY)VN+aaNy+BoNy+ycNy+ beNyo.
Dic Unsymmetrie des letzten Gliedes ist nur scheinbar, da,
wie man leicht sieht, b¢ Ny = ca Ny o = a b N,y ist, nimlich
gleich dem M eines Netzes, das (ohne Entfernung der Drihte 4, 4, c)
dureh Vereinigung der drei Punkte 4, B und C in einen
einzigen entsteht. Man beachte auch, dass a Ny, b Ny, ¢ Ny
die N von Systemen sind, die beziehungsweise durch Ver-
einigung der Punkte B und C, C und 4, 4 und B entstehen.
Nun kdnnen wir aber die gemachte Annahme, dass 4, B und C
durch Driihte verbunden seien, fallen lassen. Denn wiichst
der Widerstand z. B. von « ins Unendliche, so ist das gleich-
bedeutend mit der Wegnahme desselben aus dem Netz; in
dem Ausdruck fiir ¢ bleiben dann aber nur die mit a behafteten
Glieder stehen, und man erkennt leicht, dass cr beziiglich des
Netzes ohne « dieselbe Bedeutung hat, wie der obige beziiglich
des urspriinglichen Netzes. Ks kinnen also 4, 8 und C irgend
welche Punkte des Netzes sein. Wir wollen daher hier eine

85*
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andere Bezeichnung anwenden, indem wir das &V eines Nelzes,
welches aus dem urspriinglichen durch Vereinigung der Punkte
4 und B entsteht, durch Nz bezeichnen, und entsprechend
bei den itbrigen Netzen. Damit wird die Form von %:
N=(ef+ay+fr)N+uNg+pN, YN+ N e

Wenn wir welter einen vierfachen Ver-
zweigungspunkt & ecinem bekannten
Netz hinzufiigen, welches von den von
ihm ausgehenden Drilten «, #, 7, 0
in den Punkten 4, B, C, D getrofien
wird (Fig. 9), so haben wir nach
Gleichung (6) das oben erhaltene Re-
sultat mit 0 zu multipliciven und das
N eines Netzes hinzuzufiigen, das nach

Fié. 9. Entfernung von o durch Vereinigung

von £ und ) entsteht. Beachten wir

zugleich, dass beziiglich der vier Punkte 4, B, C, D und «, i, 7, 0
Symmetrie stattfinden muss, so findet man leicht, dass
N=(«fy+efo+tayd+fyd)N+af Noptay Ngp+ud Ny

+ By Ng+f dNe + 7 d Nes

+“VEEB+/9A AD+7ADAB+() Nizs + Nion
wird. Wie es weiter geht, ist klar, und wir konnen den Salz
aussprechen:

Wenn zu cinem bekannten Netz ein p-facher Verzweiyungs-
punkt hinzugefigt wird, dessen Drihte beliebige Ausgangspunhte
un dem Netz haben, so ist das N des neuen Nelzes eine Summe,
deren Summanden aus simtlichen Combinationen p— 1%, p— 2.,
bis 0 Klusse der IWiderstinde der neuen Drihte bestehen, welche
multipticirt sind: die Combinationen p — 1'* Klasse mit dem N
des urspringlichen Netzes und jede folgende Combination mit
dem N cines Netzes, das aus dem urspriinglichen durch dic Ver-
einigung der Ausgangspunkte aller in der Combination nicht vor-
hommenden Drélte erhalten wird.

Dieser Satz kann hdufig sowohl in seiner allgemeinen
als auch in vereinfachter Form Anwendung bei der Bebandlung
gegebener Netze finden an Stelle der mehrfachen Anwendung
der Gleichuug (6).
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16. Bei drei Verzweigungspunkten in vollkommenen Netzen
giebt es immer drei Strecken. Davon kann nur eine ein-
drihtig sein, weil sonst ein Verzweigungspunkt
wegfallen wiirde. Der einfachste Fall ist der in
Fig. 10 dargestellte mit zwei zweifachen und
einer einfachen Strecke. Hier liefert Glei-
chung (6) mit Beriicksichtigung von Nr. 13 ohne
jede Rechnung

N=c(a, + a))(b, + ;) + a, ¢4 0, + ) + b, by(a; + a,).
In dem allgemeinsten Fall, dass « Drihte die Strecke «, f die
Strecke 4 und y die Strecke ¢ bilden, giebt der Satz Nr. 14,
wenn wir die Combinationen « — 1tr Klasse der a wieder mit
A1, die f— 1t Klasse der b mit By_y, die y— fter Klasse
der ¢ durch C,_ bezeichnen, sofort
N ag o -uaBﬂ—ICy—l'*'bl' % .bﬂC,_“la_x

. +Q\...Cr{ln_1Bﬂ_1.
Wenn in dem Fall der Fig. 10 sich die elektromotorische
Kraft £ in ¢ befindet, was z B. der Anwendung des Diffe-
rentialgalvanometers im Nebenschluss, sowie der Methode von
Kirchhoff) zur Vergleichung ungleicher Widerstinde ent-
spricht, so wird die Stromstirke in den (die Windungen des
Differentialgalvanometers enthaltenden) Zweigen a, und &, nach
dem Satz Nr. 9 i

ay (b + &) 2 ez b (o, + @) -

Wenn umgekehrt # in a, sich befindet, ergiebt sich nach
demselben Satz oder auch nach Nr. 10 der gleiche erste Wert
fir die Stromstirke in ¢; figt man ein zweites Element von
der elektromotorischen Kraft K in &, ein, das einen entgegen-
gosotzt gerichteten Strom durch ¢ sendet, so wird die Strom-
stirke darin 3

(a, (b, + b)) & — b, (a, + a,) K}z Ny

das entspricht der Anordnung, welche ich zur Messung des
inneren Widerstandes und der elektromotorischen Kraft strom-
durchflossener Elemente angegeben habe.?)

PFig. 10.

1) G. Kirchhoff, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin
p. 601. 1880.

2) W. Feussner, Anhang 2 der Dissert.: Ueber die Messung der
Wirme ete., Marburg 1867, . .
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17. Netze mit vier Verzweigungspunkten enthalten vier,
funf oder sechs Strecken. Die mit vier und fiinf Strecken
sind nach Nr. 14 immer leicht auf schon

’ behandelte zuriickzufiihren, nur die mit

‘. b sechs Strecken stellen eine neue Form
'W‘? dar, die einzige, bei der alle Strecken
< eindrihtig sein konnen. Das N dieses

Fig. 11. Netzes (Fig. 11) ist mit gleicher Leichtig-

keit durch Anwendung von Gleichung (6 .
in Verbindung mit den angegebenen Formeln fiir die einfacheren
Netze wie durch Benutzung des Satzes von Nr. 15 zu erhalten,
Wir bekommen so auf dem ersten Weg z. B.

N=a@@+d+e+ﬂ+@+ﬁ@+¢yuw+@M+ﬂ
+ee(d+ 1)+ df(c+ €).

Betrachtet man bei der Anwendung des Satzes Nr. 15 das

von a, ¢ und ¢ gehildete Netz als das urspriingliche, den

Verzweigungspunkt, in dem », d und [ zusammenstossen als
den hinzukommenden, so giebt dieser Satz sofort

N=@M+ﬂ+dﬂ@+c+d+wk+d+mm+d
+efla+c)+ ace.
Befindet sich die elektromotorische Kraft Z in /> so sind nach
Nr. 9 zur Bildung der Zihler der i die Glieder aus
.\7,=e(a+b+c+d)+(a+c)(b+d)
zu entnehmen und zwar fiir i unter Benutzung der beiden
Kreise f'a d und f a ¢ b, was
| = 2re@rdto g
liefert.
Entsprechend ergeben sich 4, # und i;; fiir i, dagegen

erhillt man eine andere Form, hier sind die beiden Kreise
/[@aeb und fced zu benutzen, und man erhiilt unter
der Annahme, dass der positive Strom in /[ von 3 nach 1
fliesse, fiir den von 2 nach 4 gerichteten Strom

I = f_f{:—_‘i 7.

(4 A’
Dieses Netz ist eines der am hiiufigsten zu Messungen benutzten.
Die Wheatstone’sche Briicke mit ihren vielen Abénderungen
gehort hierher, die Anordnung des Differentialgalvanometers
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im iibergreifenden Nebenschluss?), die Mance’sche Methode?)
der Widerstandsmessung stromdurchflossener Elemente etc.

18. Um Netze mit einer grosseren Anzahl von Verzweigungs-
punkten zu behandeln, wird man gewdhnlich am besten nach’
Krsetzung ctwa vorhandener mehrfacher Strecken durch ein-
fache den Satz Nr. 15 verwenden. Man konnte daran denken,
das IV der allgemeinsten solcher m-punktigen Netze herzustellen,
d. L. solcher, deren Verzweigungspunkte siimtlich benachbart,
nomittelbar miteinander verbunden sind. Die Anzahl der
Drihte (Strecken) hierin wiirde m(m — 1)/2 sein.®) Aus ihnen
konnten durch Wegnahme der geeigneten Driihte alle Netze
wit ebensoviel Verzweigungspunkten aber geringerer Anzahl
von Strecken abgeleitet werden. Sind die Strecken a, b, ¢ zu
entfernen, so ist das N dieses Netzes der Factor des Productes
abe in dem des allgemeinen. Unser Satz Nr. 15 wirde
aus dem N eines allgemeinen m-punktigen das eines m 4 1-
punktigen Netzes abzuleiten gestatten. Allein diesem Verfahren
steht die iibergrosse Anzahl der Glieder der N solcher all-
gemeiner melrpunktiger Netze entgegen. Wahrend dus N des
allgemeinen vierpunktigen Netzes, das wir in Nr. 17 angegeben
haben, 16 = 4% Glieder hat, hat das des fiinfpunktigen schon
125 = 5%, das des sechspunktigen 1296 = 64, dus des m-punktigen
also wohl mm=-2 (cinen strengen Beweis fur diese Verall-
gemeinerung habe ich noch nicht). Man muss daher den ent-
gegengesetzten Weg einschlagen: ausgehend von moglichst ein-
fuchen Netzen, durch die obigen Sitze das N des zu be-
handelnden bestimmen. Wir wollen in den
tfolgenden Nummern noch einige Beispiele duzu.
geben,

19. Das funfpunktige Netz Fig. 12 bildet
eine Abidnderung des in Nr. 16 behandelten drei-
punktigen und kann, wie in einer demnéchst er- ; Fig. 12.
scheinenden Dissertation von Hrn. C. Seargent
gezeigt werden wird, mit Nu.zen zur Widerstandsbestimmuug
stromdurchflossener Elemente gebraucht werden. Sein N wird

1) F. Koblrausch, Wied. Anu. 20, p. 76. 1883.

2) H. Mance, Proc. Roy. Soc. 19. p. 248, 1871.

3) Maxwell betrachtet solche Netze in seinem Lehrbuch 1 Art. 280.
p- 383. Oxford 1878.
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am einfachsten gemiiss Satz Nr. 15 durch die Hinzufiigung
des vierfachen Verzweigungspunktes zu dem einfuchen l.eiter
¢+ g+ [+ A erhalten. Bestimmt man dann nach Satz Nr. 9 die
Stromstirke in g, so erhiilt man

i, =[h(Ec+d+f)—Kd(a+e+e) + (0 E+ak)(cf—de)|: N,
Withlt man zuniichst bei Weglassung von 4 die Widerstiinde
s0, dass ein in g befindliches Galvanometer keinen Strom un-
zoigl, also der Factor von A in der viereckigen Klammer Null
ist, so fallt das erste Glied in dieser Klammer auch nuch
Herstellung der Verbindung durch % fort, und man kann aus
der iibrig bleibenden Gleichung in Verbindung mit zwei eat-
sprechenden die Widerstiinde « und b bestimmen,

20. Fiir die Messung kleiner Drahtwiderstiinde ist eine
von Thomson?) angegebene Methode gebriuchlich, bei welcher
das in Fig. 13 dargestellte sechspunxtige
Netz angewandt wird. Die zu vergleichen-
den kleinen Widerstinde befinden sich
in b und b,, das Element in d und das
Galvanometer in ¢;. Das N dieses Nctzes
erhilt man wieder am einfachsten durch
Zufiigung des Verzweigungspunktes in
dem die ¢ zusammenstossen zu dem
zweipunktigen Netz der drei Drihte d, a, + a,, b, + by + 1.
Der Satz Nr. 15 liefert sofort:

N=(c, ey +eieg+eye)((e + ay + b + by, + by)d
' + (2, + ay) (b, + b, + bs))
+ (¢ + g +bg) (a; + ) (ay 4 by) d + (¢ +¢5) (“1 ay(b, +b, 1)
+ b, b, (e, + az))

+ ¢, by ((ay +by)d+ (a; +a,) b2) + ¢, by ((a, +b,)d+ (¢ +a,)h)

+ ¢5 b4 ((al +a,+ b +b)d + (4 + ap) (b, + ba)) .

Das hieraus unmittelbar abzulesende N, giebt dann mit Hiilfe
der vier durch d und ¢; bestimmten Kreise da, cge, byl
daycyc, by, dbyc, cga, und db, byc, cga,, von denen die beiden
letzten negative Glieder liefern, nach Satz 9 den Zihler des
Ausdruckes fiir die Stromstirke in ¢;, nimlich:

(bya, — a, by)(e, + ¢, + by) + (¢, @3 — ¢; @) b,

1 W. Thomson, Phil. Mag. (4) 24. p. 149, 1862,

Fig. 18,
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Wird nun ¢ : ¢, = q, : a, gemacht, so muss, wenn das Gulvano-
meter keinen Strom uanzeigt, auch b, :9, = a, :q, sein.

21. Zur Messung vou Wechselstromen haben Paalzow
und Rubensy eine Vorrichtung angegeben, die den Zweck
hat, die in einem von diesem Stromen
durchflossenen Zweig der Wheatstone'-
schen Briicke erzeugte Warme durch die
Veriinderung seines Widerstandes zu 2
messen, und di¢ im wescutlichen aus :
dem in Kig. 14 dargestellten achtpunk- ‘/
tigen Netz besteht. Man kunn dieses
Netz als aus zwei Teilnetzen, a, a, b, b, ¢
und @, «, 3, B, 7, mit den Verbindungs-
drihten d; und d; zusammengesetzt ansehen. Bezeichuen wir
das NV des ersten Teilnetzes durch N, das des zweiten durch
N,.und die der Netze, die durch Zusammenlegen der Ver-
bindungspunkte aus den Teilnetzen entstehen, durch Ny und Ny,
so ist nach dem Satz Nr. 8

I\T = (dl + dZ) ]\rl A 11 + f\x AIII + i\ry I\'Y“,

worin
M o=cla, +ay + b, + b))+ (a, + a) (b + by),
Ny =y, + o, + B, + ;) + (¢, + &) (B + ),
Ny = cla, + b)(a; + b,) + a, by (a, + b,) + a5 b5 (a; + b)),

N = 7(ey + ) (g + ) + o By (ay + B2) + 3 B3 () + 1)
ist. Wenn man, wie es Paalzow und Rubens thun, ein
dem zweiten Teilnetz @hnliches noch in den Zweig b, des ersten
einschaltet, so kann man dieses wieder als aus zwei Teil-
netzen zusammengesetzt ansehen und den Satz Nr. 8 wieder-
holt auf Ny und N} anwenden.

Die vorstehenden Beispicle werden geniigen, um den Nutzen
wu zeigen, welchen das angegebens Verfaliren und die ab-
geleiteten Sitze bei der Berechnung des N gegebener Netze
und der Losung damit zusmnmenhdn"endex Fragen leisten.

1) A. Paalzow u. H. Rubeuns, Wicd. Ann. 37. p. 529. 1359
(Eingegangen 7. October 1902.)
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1. Zur Dervechnung der Stromstirlke in netz-
formigen Leitern; von W, I'eussncr,

Zu dem vor zwei Jahren mitgeteilten Verfuliren?) will ich
im Kolgenden einen Satz hinzufiigen, der besonders geeignet
ist, die Berechnung der Zihler der Ausdriicke fiir die Strom-
stiirke zu erleichtern.

1. Um cine grioBere Einheitlichkeit der Formeln zu er-
zielen, werde ich hier das in der vorigen Ablandlung fest-
gehaltene Verfahren, nur geschlossene Netze zu behandeln,
fallen lassen und auch solche mit nur einseitig mit dem Netz
zusammenhiingenden, frei endigenden Driihten zulassen. Ks
entstehen solche, wenn im Verlauf des schrittweisen Uber-
ganges zu immer einfacheren Netzen durch folgeweises Knt-
fernen der cinzelnen Drihte alle an ecinem Verzweigungs-
punkt zusammenlaufenden mit Ausnahme von einem weg-
genommen sind,

Wenn in einem beliecbigen Netz ein dreifacher Ver-
zweigungspunkt vorhanden ist, in dem die Drithte e, 4, ¢
zusammenlaufen (Fig. 1), deren Widerstiinde durch die gleichen

¢ 5 .
LN SN o SR
(4
c J\\\
% 2 4
(\ 4 3 l\\w 2 S /I ’ v
/ i i ¥ t
4 K J 4 "
Fig. 1, Tig. 2, Fig. 3.

Buchstaben bezeichnet werden mdgen, so kann nach Gleichung (6
der angezogenen Abhandlung zuniichst

N = aN“ 4 Nu,
gesetzt werden, worin N, dem durch Fig. 2, &, dem durch
Fig. 3 angedeuteten Netz zugehort. Bei weiterem Fortschreiten

1) W. Feussner, Ann. d. Phys. 9. p. 1804. 1902.
Annalen der Physik, 1V. Folge. 15. 25
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in der Zerlegung kann man nun, statt sofort in Fig. 2 den Leiter

b + ¢ zu entfernen, auch zuerst & allein wegnehmen, also setzen
Na = bNab + Nab”

worin N, der Fig. 4, N . der Fig. 5 entspricht. Das durch
Fig. 4 angedeutete Netz enthilt den frei endigenden Dralt ¢,

¢ S .
;: 5
e 5 A 5
c . B 1 3
| s Vo
(I g l/’
L \ ~% 1 =
V4 5 \ I~e, e ~ 1
™y i 7oA Yo
\
N I I j 3 |
&1 & & 2
Fig. 4. I'ig. 5. Iig. 6. Fig. 1.

der bei der weiteren Zerlegung nicht mehr in Betracht kommt.
Man hat also

N=ablN,,+alN, , + N,
s ist aber

Ny =cNy, + Nyy,
worin die auf der rechten Seite stehenden & den Fig. 6 bez 7
entsprechen.  Da nun
Nyy = Nyy o= N, & +0 und Nopo = Na(b+cy

ist, so geht die jetzt angewandte Zerlegung

N=albN,, +alN,y + N,
ummittelbar dber in die frithere

N=alb+ )Npsg+aNpio + N

Die jetzige Lat aber den Vorteil, bei jedem Verzweigungspuukt,

einerlei ob er dreifach oder mehrfach ist, in

I gleicher Weise anwendbar zu sein.
Pa® 2. Bezeichnen wir durch 9 den gemcin-
X schaftlichen Nenner der Ausdritcke fir die
g ~"  Stromstirken in einem beliebigen gegebenen
Fig. s. Netz, in welchem cin durch die drei Drilte q,

o, ¢ gebildeter geschlossener Kreis vorhanden
ist (Iig. 8), s0 kounen wir durch wiederholte Anwendung der
schon vorhin benutzten Gleichung (6) der fritheren Abhandlung
setzen

R=abeRope +abNuye +acRey .+ ocNRey e+ adieye
e & P e T
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Wenn wir ferner das N desselben Netzes nach Entfernung
der Driihte ab¢ des geschlossenen Kreises — wir wollen es
dann das gekirzte Netz nennen — durch N bezeichnen, und
das eines hieraus durch Zusammenlegen zweier Ankniipfungs-
punkte der entfernten Drihte, z. B. 4 und B, entstehenden

_Netzes durch N und entsprechend in anderen Fillen, so ist

gtubc"‘—'-A,) mabc’=Na) mab’c:"Nﬂ; ma’bc=]v"17;y
mab’c’=mu’bd=NA”0’ g‘ta’b’=c-NA”c'

Wir kénnen daher schreiben
N=abchN+ ab N~ + acN};-Z, F+oeNg+@+d+a Ny

Man kann also R in eine Summe von Gliedern zerlegen,
die aus den Kombinationen dritter, zweiter und erster Klasse
der drei Drithte des benutzten Kreises be-

, stehen; jede Kombination multipliziert mit ~_,.7, ‘\/
dem N eines Netzes, das aus dem gekiirzten

Netz durch Zusammenlegung der Endpunkte “ )
der in der Kombination nicht vorkommenden ih
Drithte des Kreises entsteht. Ebenso bei >
Kreisen von vier Drilhten abcd (Fig. 9) Tty %
N=abcdN+ abe Ny +ab(1N@+ac(l]Vﬁ-z,+ bed Ny,

+ ab Ny, +be N+ ¢d Ny + da N

DaB inc¢ b
7"\’\ W 5
+ac1\1wDA+bd]VAB0D (a-}-b-{-c—{-d)x\‘f\“w”.

So kann man fortfahren, indem man andere, von mchr Drihten
gebildete geschlossene Figuren benutzt. Dabei ist jedoch
zweierlei zu beachten. Wenn n die Anzahl der Drithte, m dic
der Verzweigungspunkte in dem gegebenen Netz ist, so besteht
N aus einer Summe von Kombinationen von je g=n—m+1
Elementen; man kann daher bei der angegebenen Zerlegung
von N in der Bildung der Kombinationen aus den Drihten
des gewithlten Kreises nicht iber solche ptr Klasse hinaus-
gehen, wenn auch der Kreis mehr als p Drithte enthilt. Da
ferner bei der mehrfachen Anwendung der Gleichung (G) der
friheren Abhandlung niemals ein Zerfall des Netzes in ge-
trennte Teile vorkommt, so sind alle diejenigen Glieder wegzu-
lassen, bei denen dies durch Entfernen der in ihnen enthaltenen
Driihte des benutzten Kreises eintreten wiirde.

25+



488 . Leussuer,

s ergibt sich also:

Das N cines gegebenen Netzes hann in folyender Weise ge-
biddet werden: Man withle in il einen beliebigen geschlossenen
Areis aus, er mige h Drihte enthalten. Wenn h == p sty bilde
man die Kombinationen h'er, Jy— fter | fler Klasse, wenn h> u
sy nur die p'ry, p—fter 1t Klasse der I iderstinde dieser
e Drihte, mit Ausnakme derjenigen Kombinationen aus Diriihten,
durch deren [Feynahme das Netz in gelrennte Teile zerfallen
wirde.  Jede dieser Kombinationen multipliziere man mit dem N
cines Nelzes, das aus dem durch Lutfernen der h Drihte ge-
kurzten Netz durch Zusammenlegen der Punkte entsteht, welche
durch nicht zu der Kombination beitragende Drihte des Kreises
verbunden waren.  Die Summe dieser Produkte ist das gesuchte N,

Kommen melrfache Strecken in dem Nety vor, so crsetzt
man sic durch einfuche, verfihrt nach der vorstehenden An-
weisung und beriicksichtigt dann die mehrfachen Strecken nach
dem Sutz in Nr. 14 der frilheren Abbandlung.

8. Von besonderem Wert ist der abgeleitete Satz zur
Bildung der Zihler der Ausdriicke fiir die Stromstirke. Wenn
in cinem Netz, dessen N durch 9 bezeichnet werden mige,
die elektromotorische Kraft sich in e befindet und dic Strom-
stiirke 7, in % bestimmt werden soll, so erhilt man den Ziihler
nach dem in Nr. 9 meiner friiheren Abhandlung angegebenen
Verfubren, indem man aus 9, also dem Faktor von « in N,
zunichst diejenigen Glieder cntnimmt, welche frei von den
Widerstiinden aller Dralite sind, die einen geschlossenen, « und 4
cuthaltenden Kreis A bilden, sodann die von den Widerstiinden
ciues zweiten solchen Kreises A, freien Glieder cte., bis alle
zugleich durch « und & gehenden Kreise erschopft sind. Denkt
man sich nun M nach dem oben abgeleiteten. Satz unter Be-
nutzung des Kreises X, gebildet, so erkennt man leicht, dub a
ullein, ohne mit anderen Widerstinden des Kreises K, multi-
pliziext zu sein, nur im letzten Glied vorkommt, daB wlso der
Beitrag zum Zihler, den dicser Kreis liefert, der gemeinsame
Faktor seiner Kombinationen erster Klasse in dem Ausdruck
von 9N ist. Kntsprechendes liefern die anderen Kreise. Man
kann also den folgenden Satz aussprechen:

Um den Ziller des Bruches zu bilden, welcher mit der clektro-
motorischen  Kraft I multipliziert die Stromstirke 4, dem
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Draht I angibt, hat man, wenn sich F in a befindel, simtliche
geschlossene Kreise K, K, . ..
Driilkte « und k zugleich enthalten. Man entferne zuerst sime-
liche Drihte des Kreises K| wnd vereinige dic auf ihm liegenden
Ferzweigungspunkte zu einem einzigen, das N des so entstehenden
Netzes ist der Beitrag von K| zum Ziller von i. Ebenso ver-
. fakre man mit den dbrigen Kreisen K, . . . K, Beziglich des
Vorzeichens wihle man beliebiy cine Richtung des Drahtes ke als
dic positive; stimmt die Richtung des Stromes, welchen E in cinem
der Kreise K fur sich allein crzeugen wirde, hiermit wherein, so
hat der von diesem Kreis gelieferte Beitrag das positive, wenn
nicht, das neqyative Vorzcichen zu erhalten.

Dieser Satz vercinfucht die Bildung der Ziihler der Aus-
driicke fiir die Stromstiirken sehr wesentlich und macht sie
unabhiingig von der Kenntuis des N des Netzes.

Wenn mehrfache Strecken in dem Netz vorkommen, so
ist in dem Zihler mit ihnen ebenso zu verfahren, wie es in
Nr. 14 meiner friheren Abhandlung beziiglich des N vorge-
schrieben ist. Ausgenommen sind jedoch die Strecken, welche
die elektromotorische Kraft und den zu bestimmenden Strom
enthalten; sind diese mehrdrihtig, so ist der Zihler mit dem
Produkt der Widerstiinde aller darin vorkommenden Driihte
auBer a und £ (die die elektromotorische Kraft und den Strom i,
fihren) zu multiplizicren. Das ergibt sich leicht, wenn man
den eben abgeleiteten Satz auf Netze mit mehrfuchen Strecken
anwendet.

4. Als Boispiel moge zuniichst das Netz der Wheatstone-
schen Bricke dienen. Befindet sich die elektromotorische

K zu benutzen, welche die beiden

P e

Fig. 10. Fig. 10a. l“ig; 10b.

Kraft in 6 (Fig. 10) und soll die Stromstiirke in 5 bestimmt
werden, so sind die beiden geschblossenen Kreise 6154 und
6352 zu benutzen. Wenn der Strom in 6 unl die positive
Richtung in 3 durch die beigesctzten Pleile hezeichnet sind,
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hat der Beitrag des ersten Kreises zum Ziihler das positive,
der des zweiten das negative Vorzeichen zu erhallen. -Xnt-
fernen wir nun die Drithte des ersten Kreises und vereinigen
die auf ihm liegenden Verzweigungspunkte, welche hier die
siimtlichen des Netzes sind, in einen einzigen, so entsteht aus
dem Ubriggeblichenen das Netz Fig. 10a, dessen N nach
meiner fritheren Abhandlung?) w, w, ist. Ebenso liefert der
zweite Kreis das Netz Fig. 10b, dessen N w, w, ist. Also
ergibt sich der mit Z zu multiplizierende Fuktor des Zihlers:
11‘2 ’N'3 - ‘lDl ‘lL‘_‘.

Ein zweites Beispiel moge die Ann. d. Phys. 9. p. 1328
behandelte Thomson sche Briicke bilden.?) Die Stromquelle
wird in 6 (Fig. 11) in der durch den Pfeil angegebenen Richtung
wirkend angenommen und es soll die Stromstirke in 7, dessen

Fig. 11. Fig. 11a.

positive Richtung angegeben ist, bestimmt werden. Die zu be-
nutzenden Kreise sind: 61795,617845,63872,634972,

1

Fig. 11b, Fig. 11c. * Fig. 11d. ©

wovon die zwei ersten positive, die zwei letzten negative Bei-
triige liefern. Die Entfernung der Drihte der einzelnen Kreise
und die Zusammenlegung der betreffenden Verzweigungspunkte

1) W. Feussner, Ann, d. Phys. 9, p. 1311, 1908,
9) Ieh benutze die Gelegenheit zu der Bemerkung, dal in dem N
dieses Netzes versehentlich die Glieder
b, (“l b (ay + by) + ay by (ay + b,))
ausgelassen sind,
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ergeben die in Kig. 1la bis Fig. 11d verzeichneten Netze,
woraus sofort als Zithler des mit # zu multiplizierenden Bruches

w, (103 (1w, + wy) + w, wu) + 10, Wy w,
== 10y (105 (w g 1 109) + w, "’9) — W, Wy W,

folgt, oder

(10, 105 — w, 1w0;) (10, + w0 + 10y) 4 (0 10y — W, w,) w0,

was mit dem in der f{ritheren Abhandlung p. 1328 unten ge-
gebenen Ausdruck ibercinstimmt.

Endlich soll noch fiir das durch Fig. 12 dargestelltc Netz,
wo dic clektromotorische Kraft % in 5 liegen =
mag, die Stromstiirke in 7 bestimmt werden. !

Dic zu benutzenden Kreise sind in diesem ;
Fall: 5678,5G6741,52878, sie liefern nur *
_positive Glieder, die nacl dem obigen Sutz

“unmittelbar lnng,cschricben werden konnen. e
Es ergibt sich so Fig. 12

I 10y 10 (g 10y + 10y w0, (00 b 10g) 4 0y 10y 10y =10y Wi P
7 = PRt ¥ s 7 ¥ v g S h
AN .

Das N in dicsem Ausdruck liBt sich nach Nr. 15 meiner
fritheren Abhandlung!) cbenfalls sofort angeben, wenn man
sich das Netz durch Zuligung des vierfuchen Verzweigungs-
punktes, in dem die Driihte 1, 2, 3, 4 zusammenlaufen zu
den iibrigen entstanden denkt. Néamlich:
N = (w1 w, (w, + w,) + w,w, (0, 4 wz)) (105 4105 + 10; 4 wg)
+ w0, w0, w, (Wg 4wy + 10,)
+ w, w, w, (w, - w, + w,) + wg w, w, (wg 4w, 4 w,)
+ w, w; wg (w; 4 1w, 4 10g)
+ w, w, (1w 3 wg) (wg + w,) 4 wy w, (wy + wg) (w0, +- wg)
+ w, wy w, (wg 4 wy)
-k 10, w0, 1wy (wy 4 105) 10, w5 Wy (10, - 10;)
-+ w, 10, w; (“’7 + ws) + w, w; w, wy
Wenn gewisse von den eindrithtigen Strecken des Netzes durch
melrdriihtige ersetzt werden, so kann man ohne jede Schwierig-

1) W. Feussner, Ann. d. Phys. 9. p. 1324, 1902.
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keit nach der SchluBbemerkung in Nr. 8 und den fritheren
Vorschriften von den vorstehenden Ausdriicken zu den neucn
iibergehen. Wemn z. B. den Driihten 5,
6, 7, S je ein zweiter 9, 10, 11, 12 bei-
gefiigt wird (Fig. 18), withrend die Strom-
quelle in 5 bleibt, so wird der Zihler
von 1,:
wy ((wI w, (10, + w,)

+ wyw, (10, + 102)) (g + w0, o) (g -+ wy)

+ w, wy 10, ), (10 4 0, )

+ wy 1w, wp wy, (0g + 1012)) ;

[Xhenso ist gemiB Nr. 14 der ersten Abhandlung das neue N
nach den angegebenen des Netzes Fig. 12 sofort hinzuschreiben.
5. Natiirlich kionnen in allen Ausdriicken statt der Wider-
stinde w der Drithte ihre reziproken Werte, die Leitfihig-
keiten ¢ eingefilhrt werden. Man erhiilt die neue Form des
Ausdruckes fitr die Stromstirke, indem man Zihler und Nenner
der alten Form durch das Produkt siimtlicher o des Netzes
dividiert und dann fiir die w die entsprechenden ! einfithrt.
Man hat so einen Bruch aus zwei ganzen homogenen algehra-
ischen Kunktionen der /, worin jedes / nur linear vorkommt.
Wir wollen diese Form des Nenners durch P bezeichnen und
sie ,.das P des Netzes nennen. Die Anzahl der Glieder ist
in Nenner und Zihler dieselbe wie vorher, der Grad aber ist
im allgemeinen cin anderer, und zwar fir P gleich n—p oder
m—1, also nur abhingig von der Anzahl der Verzweigungs-
punkte, nicht von der der Driihte im Netz. Je nachdem also n
kleiner oder groBer als 2 (m—1) ist, ist der Grad von N niedriger
oder hoher als der von P. Es kann daher unter Umstinden
empfehlenswert sein, die I sttt der w in die Rechnung cin-
sufithren. Der Grad des Zihlers wird = —(u—1) oder m;
darin ist, wenn die elektromotorische Kraft in @ liegt und die
Stromstirke 7, in & auszudriicken ist, 7,7, gemeinschaftlicher
Ifuktor, bei 7, nur /.

Leicht zu ibersehen ist dic Andernung, welche die aus-
gesprochenen Sitze durch die Kinfihrung der ! erfahren. Ich
will beispielsweise nur einige der hauptsichlichsten anfihren.
Wenn wir das P eines durch Wegnahme des Drahtes o aus

10

Fig. 18.
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dem urspriinglichen entstelienden Netzes durch 2, das eines durch
Wegnahme desselben Drahtes und Zusammenlegung der beiden
Ankuiipfangspunkte entstehenden durch £, bezeichnen, so er-
balten wir entsprechend der Gleichung (6) der friitheren Ab-
handlung: P "

= la la, "

Der in Nr. 14 der friheren Abhandlung abgeleitete Satz
verwandelt sich in den folgenden:

Wenn in einem Netz die Strecken a,d,¢... durch «, 3, »
Drithte gebildet werden, so wird das P dieses Netzes aus dem
des cotsprechenden mit nur einfachen Strecken dadurch er-
halten, daB die Leitfihigkeiten £, 7, ... jedesmal durch die
Summen der Leitfihigkeiten der die einzelnen Strecken bilden-
den Drithte ersetzt werden.

Der Satz in Nr.15 der fritheren Abhandlung p. 1824 wird
.zum folgenden:

Wenn zu cinem bekannten Netz ein p-facher Verzweigungs-
punkt hinzugefiigt wird, dessen Drihte ULeliebige Ausgangs-
punkte am Netz laben, so ist das P des neuen Netzes eiue
Summe, deren Summanden aus simtlichen Kombinationen
P, p—1wr L, bis 1 Klasse der Leitfihigkeiten der neuen
Drihle bestelien, eine jede Kombination multipliziert mit dem 1
eines Netzes, das aus dem wurspriinglichen durch die Ver-
cinigung der Ausgangspunkte aller Driihte der Kombination
erhalten wird.

Der oben p. 388 gegebene Satz wird:

Das P eines gegebenen Netzes kaun in folgender Weise
gebildet werden: Man wiihle in ihm einen beliebigen ge-
schlossenen Kreis aus, er moge 2 Drithte enthalten. Wenn
L= ist, bilde man die Kombinationen A — 1ter, j— 2wer | °
bis 0% Klasse, wenn 4 > p ist, uie o — 1%, .| bis & — ut* Klasse
der Leitfiligkeiten dieser % Drithte mit Ausnahme derjenigen
Kombinationen aus Driihten, durch deren Wegnalune das Netz
in getrennte Teile zerfullen wiirde. Jede dieser Kombinationen
multipliziere man mit dem P cines Netzes, das aus dem durch
Entfernen der / Driihte gekiirzten Netz durch Zusammenlegen
der Punkte entsteht, welche durch Drithte der Kombination
verbunden waren. Die Summe dieser Produkte ist das ge-
suchte P,
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Der Satz endlich zur Bildung der Zihler (oben p. 388
u. 889) lautet hier folgendermaBen:

Um den Ziihler des Bruches zu bilden, welcher mit der
clektromotorischen Kraft # multipliziert die Stromstirke i in
dem Draht % angibt, lhat man, wenn sich Z in « betindet,
simtliche geschlossene Kreise K, X,... K zu benutzen, welche
die beiden Drithte ¢ und % zugleich enthalten. Man vereinige
suerst nach Entfernung aller Drihte des Kreises A} die auf
ihm gelegenen Verzweigungspunkte in einem einzigen. Das P
des so entstandenen Netzes mit dem Produkt der Leitfiihig-
keiten aller Drihte von X, multipliziert ist der Beitrag dieses
Kreises zu dem Zihler von i, Kbenso verfahre man mit den
iibrigen Kreisen X, ... K. Das Vorzeichen bestimmt sich
ebenso wie oben. ‘

(Eingegangen 11. August 1904.)
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